Unidad Il

Objetivo especifico: Entender ampliamente el fendbmeno del comportamiento de los modelos
matematicos para la resolucion de problemas enfocados a las ecuaciones lineales.

Conceptos a desarrollar en la unidad:  Dar al alumno las herramientas necesarias, para que pueda
efectuar el andlisis de los sistemas lineales discretos y continuos en la aplicacién de las ecuaciones.

3.1 Clasificacion y resolucion de ecuaciones

Una ecuacion diferencial es una ecuacion que involucra derivadas (o diferenciales) de una funcién
desconocida de una o mas variables. Si la funcion desconocida depende sélo de una variable, la
ecuacion se llama una ecuacion diferencial ordinaria. Sin embargo, si la funcion desconocida
depende de mas de una variable la ecuacion se llama una ecuacioén diferencial parcial.

Un ejemplo de ecuacién diferencial ordinaria es:

dy
_— l.l'.‘.l-
dx
La variable independiente (v. i) es x
La variable dependiente (v. d) es 'y
Un ejemplo de ecuacion diferencial parcial es:
d’v _d*v
~ - 2 - — 1.
dx* dy?

La variable independiente (v. i) es "x"y "y

La variable dependiente (v. d) es V

Orden de una ecuacion diferencial

El orden de una ecuacion diferencial esta dado por el orden mayor de su derivada.
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Ejempilo;

i 522 43y=0 den 2 &y
—+5x—+3y= orden 2 por
dx= dx . ¥ dx*
y'+y"+y" +y=1sen3x orden 3 pory"”’
(x + y)dx = (v — x)dy orden 1 por "dx" y "dy"
v =3(y")2+5y—-3x+2 orden 2 por v"
d-;_‘r d::l". 3 d‘i\" i ]
—— +3—+y=¢e¥ orden 4 por "

o Fp2 dx*

Grado de una ecuacion diferencial
El grado de una ecuacion diferencial esta dado por el exponente del mayor orden de su derivada.
Ejemplos:

Determinar el orden y grado de las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias.

dy o

1) e‘ﬁ + sen 1;7 =x 29= grden 12" grado

2) (:i;)z -2 (: )1. +xv=0 3=" orden 24s grado
3) % 2 ( C .)3 + z—¥ =tan x 3= orden 1= grado
4) i + P(x)y = Q(x) 1= orden 1= grado

Solucion de una ecuacion diferencial
Una funcion que cuando se remplaza en la ecuacion diferencial da una igualdad se llama una

solucion de la ecuacion diferencial, por lo tanto, resolver una ecuacién diferencial es encontrar una
funcion desconocida que al ser sustituida en la ecuacion diferencial se obtiene una igualdad.

Funcidn primitiva de una ecuacién diferencial

Es una expresion equivalente a la ecuacion diferencial que carece de derivadas.



Ejemplo:

Resolver la ecuacioén diferencial

dy
—= 2y

tlx

El objetivo es encontrar la funcion y
dy = 2x dx, pasando dx para poder integrar

J dy =‘ 2xdx  integrando

v=2—+c sumamos la constante ¢, cuando la integramos a la v.i.

y=x+c¢ solucion general (por ¢)

La expresién es una "funcién primitiva" de la ecuacion diferencial.

Verificacion:

vy =x"+¢ Solucion

La solucion es aquella funcion que al ser reemplazada en la variable dependiente “y"
satisface la ecuacidn diferencial.

dy F,
I 2
4 x240)=2
T c) = 2x
x = 2x

Observacién: Al derivar la funcién primitiva se reproduce exactamente la ecuacion diferencial.
Problema de valor inicial

Un problema de valor inicial es un problema que busca determinar una soluciéon a una ecuacién
diferencia sujeta a condiciones sobre la funcion desconocida y sus derivadas especificadas en un
valor de la variable independiente. Tales condiciones se llaman condiciones iniciales.

Un problema de valor de frontera es un problema que busca determinar una solucion a una ecuacion
diferencia sujeta a condiciones sobre la funcion desconocida especificadas en dos o mas valores de
la variable independiente. Tales condiciones se llaman condiciones de frontera.



Ejemplo:

Una curva tiene la propiedad de que su pendiente en cualquier punto (x,y) de ella es igual a 2x.
Hallar la ecuacion de la curva si ésta pasa por el punto (2,5)

Solucioén:

FPuesto que la pendiente de una curva en cualquier punto (X y) de ella representa -:—;- se tiene:

dy

—
= _.'E'
dx

Resolviendo la ecuacion diferencial
dy = 2xdx

f dy = f 2xdx

-

1+ 0, =2—+C,
J 1 3 2

yEE L, =0

La operacién &; — C; es ofra constante de integracion, por lo tanto queda:
y=x*+C

Donde C es una constante arbitraria

Empleando la condicion inicial:
5=(2)+C=>C=5-4=>C=1

Asi la curva requerida esta dada por
y=x41



Descripcion de una familia de curvas

Gréficamente ¥ = x° + C representa una familia de curvas, cada miembro de ella esta asociado con un

valor particular de G

Enla siguente figura se muestras algunos de estos miembros para C=0-1, 1,2
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Puests que C puede vanar, frecuentemente se lama un parémelro para distinguirla de las vanables

principales ¥y y. La ecuacion diferencial :x—’ = 2x que 23 satsfecha por todos los membros de ta familia

frecuentemente se llamala eciacion diferencial de fa famina

Gréfica 3.1.1.- Familia de curvas.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Ecuaciones con variables separables

Encuentre la solucion general de la ecuacién diferencial.




Resolucion:

Separando para poder integrar

ay xn G . 1
Fraad b '4’3] f.xl-ﬂ'
: ; g

Transponiendo términos

Integrando ambos miembros

dy dx
“f y¥3 - St ]

In(v+3)=In(x—4)+¢

Despejando "y aplicando la pmpiedad:a]“gﬂ G —3

[ 4=} g )
Einl__', Ha) — E,]:::uc' &+

Aplicando la propiedad @™ - a® = a™™"

E,lnf_')--:aj == elmﬁx--:-_‘.-ef

y+3=C(x—4)

y=C(x—4)-3 Solucién general explicita (cuando se pusde despejar V)

Soluciones Particulares



Graficando en Graph

v=x-7

sic= -2

v =c(x—4)-3

y=-2(x—4)-3
y=-2x + 8-3
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Comprobacion

Gréfica 3.1.2.- Cruce de rectas.



dy y+3
dx x—4

d(x=T7) 2=T%73

dx x—4
r— 4

1 =
x— 4



Ecuaciones homogéneas

Es homogénea si no contiene términos que dependen Unicamente de su variable independiente, en
caso contrario es No Homogénea.

Ejemplos:
dm _dm  dm
Je"—+t'—4mt—=mt Segundo orden
Ittty ¢
Mo lineal
Homogénea

Es homogénea parque no cantiene términos que dependen solo de su variable independiente 't
m (vaniable dependiente) |t (vanable indepandiente)

&

dy dy _dy
Z]EHE:_SEHIFZI Jer orden
Lineal
No homogénea
Es NO HOMOGENEA porque si confienen un térming que depende solo de la variable independiente 2x
'y dy
2) "‘—“i"'r’a‘;‘i‘ﬂ =0 No lineal

Homogénea

Par definicion no contiene termins que dependen solamente de su vanable independiente

&y 8dy |
L S S (e Lineal

de? xdx
Na hamogenea

e = Este término depende solo de x,



Ejemplo ilustrativo

Resolver la ecuacion:
(x? 4+ yHdx — 2xydy =0

Resolucion:

En una ecuacion diferencial homogénea se realiza el cambio

y=ux ;dy = udx + xdu

(22 + (ux)?dx — 2x(ux)(udx + xduw) =0
Realizando las operaciones

(x? + 1w xdx — 2x u(udx + xdu) = 0
Eliminando paréntesis

xidx + ulxldx — 2x%utdx — 2x%udu =0
Dividiendo para x°

dx + utdx — 2udx — 2xudu = 0
Términos semejantes

dx —uldx — 2xudu = 0

Agrupando v factorizando los términos con dx
(1 —u®)dx — 2xudu = 0

Separando la variable

(1 — u®)dx = 2xudu

dx _ 2udu
x 1 —u?
dx 2udu B
xr 1-u?
dx 2udu

S =0
x u- -1



Integrando

dx 2udu
I J‘ u® — 1 i
Inx +In(u* -1)=C
Aplicando las propiedades de los logaritmos
nx(u:-1)=C¢C
Cambiando la notacidn logaritmica a exponencial
et = x(u® —-1)
Como e® = contante se obtiene:
(kP -1)=¢C

Remplazando y =ux =u = z

X
v 2
x(;i -1)=C

Realizando las operaciones

2 2
yr—x
(E55) -
T2

x(y* —x*) = Cx?

xy? —x3=Cx?

Graficando para un valor arbitrario C =1
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Gréfica 3.1.3.- Gréfica de valor arbitrario



Ecuaciones exactas

Resolver la ecuacion
(2x +y)dx+ (2y +x)dy=0

Resolucion

Para que la ecuacion diferencial sea exacta debe cumplir la condicién

d(M) B d(N)
dy  dx

(2x 4+ y)dx+ (2y+ x)dy =0

Derivando parcialmente 2x + ¥ con respecto a ‘y" lo
d

—(2x+y)=0+1=1

dy

Derivando parcialmente 2V + X con respecto a ‘%’

d
—@y+x)=0+1=1
X



Como cumple la condicion se trata de una ecuacion diferencial exacta

Como es exacta se tiene que encontrar la funcion flx,¥y)=C

i,

'
4

d
E_2x+y =2y 4x
ax - '

ii8

¥

fan) = [@r+pdr =25+ 30+ o)

flx,y) = x*+xy+ g(v)

Para encontrar g(¥) se deriva la funcién f (x,¥) con respecto a y.

df(x,y) d
% = d—:‘:(,r' + xy +Q{}'})
SIEY) o x(1)+ g'(y)

dx

df(x.}"}_ [P
— e Xt g )



Se Iguala las dos derivadas con respecto a y.

x+g'(v)=2yv+x

fﬂﬁﬁ=fh

-

1
2

g(y) =2
g(y) =y"
Remplazando () = ¥? en f(x,¥) = x*+ xy + g(¥) se tiene:
flx,v) =x2 +xy+y°

Por lo tanto la funcién f(x, v) = Ces

xP +xy+yvi=cC

Graficando la solucion de la ecuacion diferencial para C = 1
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Gréfica 3.1.4.- Gréfica ecuacion diferencial con valor = 1



Ecuaciones con factores integrantes

Dada ka ecuacidn diferancial de 1a forma
Mx,v)dx+ Nix,y)dvy =0

Si las derivadas parciales cruzadas de las funciones no son iguales, la ecuacion se denomina lineal no
exacta

dM dN

-

dv  dx

Para convertirla en ecuacidn diferencial lineal exacta, en algunos casos se puede obtener un factor de
integracidn i tal que

p-M{x.v)de+u-N(x.v)dy =0
Ecuacidn diferencial equivalente en la que debera cumplirse que:

d(u'M) _d(u:N)
dy  dx

Una vez obtenida la nueva expresion se puede resolver la ecuacién mediante los procedimientos
para ecuaciones diferenciales exactas

Para obtener los factores de integracionse pueden emplear las siguientes reglas:

Condicidn Factor de integracian
dM _ dN
dy dx PR
—_—= fx | = g IR

¥ f(x) E
dN _dM
dx dy f ataan
—_— = y == AT

» g(y)| ¢

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion diferencial
(x*+y* +x)dx +xvdy =0

Solucién:

Se debe verificar si la ecuacion diferencial es exacta. Las funciones definidas para las ecuaciones
diferenciales exactas son:



M=x*"+vyv'+x
N =xvy

Chbteniendo las derivadas parciales cruzadas se tiene:

dM _ .
v = 2y (Derivando considerando la "x" como constante)
y ' '
dM | | »
T =y (Derivando considerando a "v" como constante
x

Debido a que las 2 derivadas parciales no son iguales, la ecuacion diferencial no es exacta.

Como la diferencias entre las 2 derivadas cruzadas dividida para N es una funcién de "x" se aplica:

dM _dN
dy dx

=)

2y —y

= f(x)

Xy

De donde:

, 1
flx)=-
X
El factor de integracion i es:
p= E,_'f{xj'dx

Remplazando la funcion “f{x)

r1
p= E‘;ﬂ'.'(

Aplicando la integral
pu= elnr_'xj

Aplicando las propiedades de logaritmos naturales se tiene:

p=x

Multiplicando la ecuacién diferencial por el factor de integracidén "x" se tiene una ecuacion diferencial
equivalente



v[(x*+v*+ x)dx + xydy] =0

(x3+xy* +x3)dx+ x*yvdv=10

FPara la nueva ecuacion se debe redefinir las funciones "M" vy "N”
M=x3+xy?+x?

N=x<y

Obteniendo las derivadas parciales cruzadas se tiene:

dM .
dv 2xy (Derivando considerando la "x" como constante)
11’
dM , . . o
P 2xy (Derivando considerando a "y" como constante
x

Debido a que las 2 derivadas parciales son iguales, la nueva ecuacion diferencial es exacta.

Como la nueva ecuacién diferencial es exacta se procede a resolverla como en casos anteriores.
Esta solucion queda como tarea para el lector.

(x¥+xv® +x%)dx + x*vdv =10

Ecuaciones lineales

Resolver las siguientes ecuaciones lineales

Solucién

1)xdy — 3ydx = x*dx

dy .
x——3y=x°

Cdx
De donde

dy 3
———y=x

dy x°



Es una ecuacion lineal en "y"

Como la solucion es

B LY i f
y = o Plx)dx [f E"J P‘xjdxqtﬂ')dl + C]
For lo tanto

P(x) = -; y Qx)=x

Remplazando

y= e":lr~'§d""} [j ¢! 'f?“.rdx - Cl

Integrando

g =g AR U e M vdx + L"]

Aplicando propiedad de la potencia de los logaritmos
V= otns’ [f e xdx + C]

Aplicando propiedades de los logaritmos naturales

y=x U ¥ Pxdx + C]

Multiplicacion de igual base

yi= :c3U x " dx +£’]

Integranda
[+
y=x"|——+C
X



S5e obtiene fa ecuacidn caracteristica, para lo cual se sustiuye ¥V° por ™™ ¥ por ¥t e ¥V por 1 para

abtener una ecuacion de la formam* +am + b =0
Por lo tanto la ecuacion caracteristicade V" — 4y =0es m- —4 =10
Resolviendo la ecuacion se tiene m = +2

Entonces

g

}‘1 = l:'-_l_t"‘?:- = Ci'E"'

3.2 Existencia y unanicidad de las soluciones
Existencia y unicidad

Cuando un problema de valor inicial modela matematicamente una situacion fisica, la existencia y
unicidad de la solucion es de suma importancia, pues, con seguridad se espera tener una solucion,
debido a que fisicamente algo debe suceder. Por otra parte, se supone que la solucién sea Unica,
pues si repetimos el experimento en condiciones idénticas, cabe esperar los mismos resultados,
siempre y cuando el modelo sea deterministico. Por lo tanto, al considerar un problema de valor
inicial es natural preguntarse por:

Existencia: ¢ Existird una solucién al problema?
Unicidad: ¢ En caso de que exista solucion, sera Unica?
Determinacién: ¢ En caso de que exista solucién, como la determinamos?

En ésta seccién nos ocuparemos de las dos primeras interrogantes: existencia y unicidad y dejamos
la determinacion de solucién para el préximo capitulo.

Ejemplo;

Dado el problema de valor inicial

y(0) = 0

{'y’ﬁr) = Ty

2 Informacion obtenida de biblioteca virtual de Costa Rica



¥=3E
No resulta dificil comprobar que es solucion, pues separando variables e integrando
obtenemos que

y(0) =0 Y=
Y usando la condicién inicial obtenemos que ¢ =10, con lo cual la solucion seria
L o Y y#0
Observe que al resolver la ecuacién diferencial dividimos por lo cual supone que , pero
. y=0 . L .
podemos verificar que es solucion, en este caso una solucion singular. En conclusion, el
problema de valor inicial dado tiene solucion pero no es Unica, como poder predecir este
comportamiento sin tener que resolverlo; el siguiente teorema nos da una respuesta parcial.

Teorema
of

R =|a,b] x [c,d] C F? (zo.vo) € B flz,y) 3y
Sea tal que . Si y  son continuas en &, entonces

Ip y[r}
existe un intervalo abierto T, centrado en y una funcién definida en T, que satisface el

problema de valor inicial
{ 5_1;: = f{rvy}
y(zo) = wo

Ejemplo:
af _ =

_ _ flz,y) = I‘\f@ By )
En el ejemplo anterior tenemos que y , las cuales son continuas en el
. " y>0 o _ (o, u0)
semiplano definido por ; por consiguiente, el teorema garantiza que para cada punto

v >0 . . zp L -
con de ese semiplano, hay un intervalo centrado en  en el cual la ecuacién diferencial tiene

una solucién Unica. Asi por ejemplo, sin resolverlo sabemos que el problema de valor inicial

d
(f oo



y(zo) =0
Tiene solucion unica, mientras que para los problemas en donde el teorema no garantiza
nada, es decir, podria suceder cualquier cosa: que no tenga solucién, que tenga solucion Unica o
varias soluciones, como sucedio en el ejemplo anterior.

Ejemplo:

Hallar los valores de ay bpara los cuales el teorema de existencia y unicidad garantiza que el
problema de valor inicial

{y[:; _

Tiene solucion Unica.

e R

a8f _ = T
ay = v [flzy) =3 , (z,) y#0
y son continua en todo punto donde ,

(z,y) € R?|y #0

Como la derivada parcial

el teorema garantiza que existe una solucién en el conjunto

El teorema de existencia y unicidad nos da una condicién suficiente. Por lo tanto el hecho de que no
se cumplan las hipétesis no nos permite concluir nada. Por otro lado, aunque el teorema nos
asegure la existencia no nos garantiza que exista un método para llegar a ella, quizas, lo mejor que
podamos hacer sea aproximarla.



